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1. Zij de functie f(x), gedefinieerd voor alle xeRn, een af-
standsfunctie, (zie;' Cassels, Introduction to the geometry
of numbers, blz. 103).

f(x) heet symmetrisch, indien f(-x)=f(x) voor alle x e R®
f(x) heet convex, indien f(x+y)£ f(x)+f(y) voor alle x,yeRn
f(x) heet strikt convex, indien voor elk tweetal punten

x,yeRn, dat niet met de oorsprong op een rechte lijn ligt,
geldt f(x+y)< £(x)+f£(y).
f(x) heet begrensd, indien f(x)=0 alleen voor x=0.

Indien f(x) een afstandsfunctie is, heet de puntverzameling
n
Kf(xo, A)= {x[x eR ,f(x—xo)f. 7\}

een straallichaam met centrum Xo en straal A.

De verzameling {xlx ¢R", f(x~xo)=h} heet de rand van Kf(xo, N).

N.B. In het vervolg zi}] f(x) een symmetrische, strikt convexe,
begrensde afstandsfunctie (behalve in st. 2, waarin f(x)
niet symmetrisch behoeft te zijn).

Voorts zij K=Kf=Kf(Q,’1)

. K(p)=Ks(p,1).
Het is duidelijk, dat dan K(p) een symmetrische (centrum p),
strikt convexe begrensde puntverzameling in R" is.



2. zij A een rooster in R".
Onder de f-afstand van een punt x tot A verstaat men

af(x,J\)z inf f£(p-x)
peA
Lemma 1: af(x,Jk) is een continue functie van x.
Bewijs: zie Cassels: Introduction to the geometry of numbers,
blz. 305,
Onder de f-netwijdte van A verstaat men

w=w_.(A)=sup _ a.(x,A).
£ x & RP by

Daar een continue functie op een gesloten begrensde punt-
verzameling een maximum-waarde heeft, volgt

Lemma 2: In iedere roostercel van A bestaat tenminste één
punt X zodanig dat '
wf(AJ=af(x0,J\).

A heet een K-overdekkingsrooster, indien

peh
Lemma Q:JL is dan en slechts dan een K-overdekkingsrooster,
als wf@k)ﬁ 1.
Bewijs: duidelijk.

A heet inhomogeen-K-toelaatbaar, indien KnA leeg is, of uit
louter randpunten van K bestaat.

Lemma 4: A is dan en slechts dan inhomogeen-K-toelaatbaar,
als af(O,J\)z 1.

Bewijs: duidelijk.

3. Stelling 1: Zi]J X, een punt, zodanig, dat
ap(xgsA)= wo ().
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a. Indien 1 punten pieJ\ (i=1,2,...1), zodanig zijn
bepaald, dat

f(pi—xo)zw voor i=1,2,..,1
f(p-x_)> w voor pel ,p#p, (i=1,2,..,1)

dan is 12 n+1.

b. Er bestaat een omgevingﬁl(xo) van x , met de eigen-
schap, dat

Vx: xeQ) (xo)é[ﬂ i (i:'l 325wesl)ixe Kf(pi,w)] .

Bewijs: = (1) Op grond van lemma 2 is 121,

(1ii)Er bestaat een omgevingil'(xo) van X, zodanig dat voor
alle:xe&l'(xo) en alle peA- {pﬂ,pz,".;pl} geldt, dat
f(x-p)> w.

Indien nu in iedere omgeving van X, een punt is te vinden,
dat buiten alle straallichamen Kf(pi,w) ligt, (1=1,2,..,1),
dan bestaat ook in Il'(xo) zo'n punt; zeg X.

Maar dan is f(X-p)> w voor alle peA, en dus af(i;JL)> w;
contradictie.

Hiermede is de bewering b. bewezen.

(1ii) Daar X, behoort tot de rand van alle straallichamen
Kf(pi,w) (i=1,2,...,1), bestaat in x, voor elke 1=1,2, ..,1

een hypervlak
n

v, (x)= VZ_;. aiv(xv-xov)=0

)),

zé, dat voor alle x die voldoen aan Vi(x); o, x#xo, geldt

x*Kf(pi,w) (i=1,2,..,1).

Indien nu 1$ n, dan hebben de ongelijkheden

n
ég; aiv(xv—xov)g 0 (i=1,2,..,1)

altijd een gemeenschappelijke oplossing; zeg E;

(waarbij x=(x1,X2yn,xn) en35(=x01,x02,..,,xon
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maar dan is ook x=x _+ X(Elxo) = )‘E4(1_7\)Xo een oplossing
voor elke A> o; dus is in iedere imgeving van xo nog een
punt te vinden, dat buiten alle Kf(pi,w) (1=1,2,...,1) ligt;
contradictie. Derhalve is 1z n+1.

Gevolg: Een inhomogeen-K-toelaatbaar K-overdekkingsroosterA
bevat ten minste (n+1) randpunten van K.

Bewijs: Een inhomogeen-K-toelaatbaar K-overdekkingsrooster A
is een rooster, dat voldoet aan af(O,AJ=wf@A)m1.

4, Stelling 2: n=2. Als f(x) een strikt convexe, begrensde
afstandsfunctie is;, en K=Kf(0,ﬂ), dan vormen de roosterpunten
van een inhomogeen-K-toelaatbaar rooster, die op de rand van K

liggen, een deelverzameling van een roostercel van A.
Bewijs: Indien 2 roosterpunten pO en p, van.A op de rand van
K voorkomen, dan zijn P, en p1 naburige roosterpuntenop de
rechte door P, €0 D, als nu P,2P4q €0 Py roosterpunten van A
zijn op de rand van K1 dan vormen ze dus een basis voor.A.;
op grond van de strikte convexiteit van K volgt, dat nog ten
hoogste één der drie punten py+P,~P,s P4+P,"Pps P +Pp-Dy

op de rand van K kan liggen.

Gevolg: n=2. Indien /A een inhomogeen-K-toelaatbaar K-over-
dekkingsrooster is, bevat A ten minste drie lineair onaf-

hankeli jke punten van de rand van K.
Bewijs: Stelling 12 + stelling 2.

5. Stelling 3: n=3. Zij f(x) een strikt convexe, begrensde,

symmetrische afstandsfunctie, en zi] K=Kf(0,’l)°

Indien A een inhomogeen-K-toelaatbaar K-overdekkingsrooster is,
bevat A ten minste vier lineaire onafhankelijke punten van de
rand van K.

Bewijs: Op grond van stelling 1 bevat de rand van K ten minste
4 A-punten; bijv. po,pq,pg,pﬁu

(i) Indien po,p19p2,p2 lineair onafhankelijk zijn is aan de
bewering der stelling voldaan.
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(ii) Indien pogpq,pg,p} niet lineair onafhankelijk zijn, lig-
gen ze in een vlak L.

K'=KknL is een strikt convex straallichaam in L, en A'=ANL
is een inhomogeen-K'-toelaatbaar rooster in L, dat 4 punten
van de rand van K' bevat.

Op grond van stelling 2 vormen deze punten een roostercel van
A', dus een parallelogram; zij q het snijpunt der dilagonalen
PPy en p4P3'

®. Als L door O gaat, is blijkbaar g=0 (K' is strikt convex).
In dit geval bestaan er stukvlakken Vi in Py (1=0,1,2,3), zo-
danig dat V|| Vs v | v, V0 k= {p;} (1=0,1,2,3).

Indien nu e de eenheldsvector in de richting evenwijdig zo-
wel met V, als met V, is, dan ligt leder punt Ae (N re&l, A#0)
buiten elk der vier straallichamen K(pi) (1=0,1,2,3).

Indien nu voorts pc),p,1,p2,,p3 de enige punten vanA zijn, die
op de rand van K liggen, dan 1s er een omgeving{l van O te
vinden, z8, dat geen enkel punt vanfl een punt van enig straal-
lichaam K(p) (p e./\.,,p;épo,p,',pg,pj) is; maar .l bevat ook een
punt A e; m.a.w. er bestaat een punt, dat niet behoort tot
enig straallichaam K(p)(peA).

Dit is in tegenspraak met het feit, dat A een K-overdekkings-
rooster is. Dus bestaat er een p'e A -L zodanig dat p° op de
rand van K ligt. De rand van K bevat dan echter de lineair
onafhankelil jke punten po,.p,Pp2 5 pi't

é Zij nu s, = Ag (A >0)
v 1 1
dus s, =}z (po*P,) = A .5(py+p5)-

Hieruit volgt, dat
DY \ A A A N
£ (05885 5 Py~ 5P )< T (1= 3)p )+ £(5pp)=(1-3)L(p )+ 5 £(pp)="

voor o< A< 2
en dus dat
- >
f(po sy\) 4 voor A<o0 .
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Op dezelfde wijze toont men aan, dat

£(py=- 5, Y> 1 voor Z<o  (1=0,1,2,3).

Dit betekent, dat iedere omgeving van O nog een punt bevat,
dat tot geen der straallichamen K(pi) (1i=0,1,2,3) behoort.
omdat A K-overdekkingsrooster is, leidt men hier weer het
bestaan uit af van een punt p*eJL-L, dat op de rand van

K ligt.



